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Introduccion

1.1. Motivacion

Las matematicas son el lenguaje del universo, aquél que usamos los
matematicos para describir las leyes que lo gobiernan y hacen funcionar.
Ademas, las matematicas son la base de las computadoras, siendo éstas en
su fundamento, como su nombre indica, méquinas que calculan.

Los videojuegos son, por tanto, doblemente matematicos. Como cons-
tructo puramente digital, su entidad es completamente matematica, desde
las reglas del juego hasta las imagenes mas artisticas que en él encontremos.
Y como juego, se inspiran e intentan emular la realidad, el mundo fisico,
por lo que deben atender también a las matematicas que lo rigen.

Las limitaciones de los ordenadores, asi como el contexto del videojuego,
hacen necesario la mayor parte del tiempo el uso de aproximaciones numéri-
cas. En particular, las leyes de la mecéanica, que utilizan los mecanismos del
analisis, tienen que ser aproximadas y simuladas utilizando derivacién e
integracion numeérica.

En este trabajo se hace una aproximacion a estas cuestiones, ilustrando
con ejemplos actuales y mostrando en un contexto diferente al habitual, y
de posible interés para el lector mas joven, la importancia y utilidad de la

integracién numérica, el tema 31 de la asignatura [8].
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(a) La integral como el area bajo una (b) La integral como la curva solucién
curva. A = F(t1) — F(to), F'(t) = f(t) del problema de valores iniciales.

Figura 1.1: Dos aplicaciones de la integracion

1.2. El problema a resolver

La integracion es una de las herramientas fundamentales del andlisis, y
puede ser utilizado para una gran variedad de aplicaciones. La mas comun,
quiza por ser de facil interpretacién visual, es la del calculo del area bajo
una curva (ver figura 1.1a).

Esta explicacion es intuitiva y ttil, y al interpretar la primitiva de una
funcién integrable como una funcién que calcula precisamente esta area,
nos permite explicar y visualizar cantidades y valores que son el resultado
de integrar a lo largo de una dimensién (temporal o espacial) otra funcién
que es su derivada.

Otra aplicacién muy util de la integracion, en la que nos centraremos en
este trabajo, es la de la resolucién del problema de valores iniciales, muy
comun en la fisica. Este problema se puede resumir como hallar el valor de
una funciéon en un punto arbitrario, conocida alguna de sus derivadas, y el

valor de la funcién en un punto (el valor inicial). Es decir:
Problema de valores iniciales

Dados {x (t) = ft,2) , cuél es valor de z(t)? (1.1)
z(0) =a
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Suponiendo que se cumplen todos los criterios de continuidad, derivabi-
lidad, etc. necesarios (suposicién bastante fuerte), podemos usar el teorema

fundamental del calculo para obtener:

z(t) — x(0) = /0 r'dt = /0 f(t,x)dt = F(t,z) — F(0,x)

por tanto

2(t) = F(t,z) — F(0,2) +a (1.2)

Donde F(t) es una primitiva de f(¢,x) respecto a t, y conociéndola
tenemos solucién x(t) para el problema de valores iniciales (1.1), como se
representa graficamente en la figura 1.1b. Este resultado en R se extiende
a R"™ mediante los procedimientos habituales. Observemos, no obstante,
que dependiendo de la dependencia de F' en x, la ecuacién (1.2) puede ser
implicita y mas o menos complicada de resolver.

Por otro lado, no siempre es posible obtener F'(z) tal que F'(x) = f(x),
con ejemplos tan notorios como f(z) = e””2, que aun siendo una funcion

aparentemente inofensiva, no tiene primitiva compuesta de funciones ele-

mentales, o f(z) = SmT(x), que tampoco la tiene aunque su integral im-
propia converja en el infinito. Otras funciones, como f(z) = \/La tienen

discontinuidades (en este caso en 0) que las hacen imposibles de integrar en

determinados intervalos (los que incluyan o se aproximen infinitesimalmente

al 0).

1.3. EIl problema de los n cuerpos

Este es un problema clasico de la mecanica, expuesto por ejemplo en
[1] v [10], que demuestra cémo algunas ecuaciones, ain siendo conocidos
todos los mecanismos del calculo implicados, y cumpliendo las funciones
criterios de derivabilidad muy fuertes (todas son clase C*), sin embargo no
se pueden solucionar de manera analitica.

Usamos una formulacién algo modificada de la propuesta por el Rey
Oscar II de Suecia, que llegé a ofrecer una recompensa por solucionar este
problema en 1885 [4]:
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Dado un sistema de n puntos de masa, que se atraen mutuamen-
te de acuerdo con las ley de gravitacion universal de Newton,
y asumiendo que nunca habra colisiones, hallar una represen-
tacion de sus coordenadas en forma de una funcién de “buen

comportamiento” de la variable tiempo.

La ley de Newton de la gravitaciéon universal postula que, dadas dos ma-

sas mj1 y ms, en posiciones del espacio ¥ y ¥y respectivamente, se atraen

mutuamente con una fuerza proporcional a las masas e inversamente pro-

porcional al cuadrado de la distancia:

ro1 = Ty — I1 vector distancia entre los puntos
o 21 . . .,
Top = —— vector unitario (direccién) de la fuerza
|71
= mammy
Fy = —G—2T21
|71

Siendo G la constante universal de gravedad.

(1.3)

Para estudiar la evolucién del sistema, ponemos z;(t) como la posicién

de la masa 7 en el instante ¢, una funcién C*, y recordamos la segunda ley

de

Newton (1.4). Suponiendo que la fuerza de la gravedad es la unica que

actia en nuestro sistema, para cada punto de masa ¢ tenemos:

1

.

ol

n n — —
mim; . MaTs; m;(T; — Z;
_ § F}z E G- Zrﬂ — —Gmy § g _ —Gm; E J—'J——’S
‘= el R

| ]Z ’rﬂ

:_GE :m] Ty — ;)
|7 — ;3

J/

i

Y por tanto, podemos plantear nuestro problema de valores iniciales:

[L'/ll fl T (0) [L'/l (O) aq bl

xl fn z,(0) a,(0) a, by
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Figura 1.2: La funcién f(¢), que representa la propulsién, cambia de manera
no necesariamente continua segun la entrada del usuario.

En este caso, en lugar de la primera derivada tenemos la segunda, y por
tanto para hallar la solucién hay que integrar! dos veces. Esto hace que
aparezcan dos constantes de integracion y necesitemos dos conjuntos de
valores iniciales, a y b, que en este caso se corresponden con las posiciones

y velocidades iniciales de las particulas del sistema.

1.4. Los marcianitos

Sin salir de la mecanica clasica, nos podemos plantear otro problema
muy actual: la simulacién de esta mecanica en un videojuego.

Imaginémonos un juego, dentro del género popularmente conocido como
“de marcianitos”. Estamos en el espacio, invasores alienigenas amenazan la
Tierra, y debemos destruirlos para salvarla. Para ello, tenemos una nave
espacial, con propulsores que nos permiten movernos en todas las direccio-
nes. De momento, simplifiquemos el problema al maximo: supondremos que
la nave es un punto de masa, sin dimensiéon. No hay invasores todavia, ni

obstaculos espaciales, es decir, estamos completamente libres en el vacio.

IPor convencién y analogia, a veces se llama “integrar” a resolver una ecuacién
diferencial, y en este sentido usamos el término aqui.
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La tnica fuerza que actia sobre el sistema es la de los propulsores, que
modelamos como una funcién f (t) que, para cada instante de tiempo t,
toma como valor el vector de propulsién (direccién y magnitud) que aplica
el jugador sobre la nave.

Podemos llamar Z(t) a la posicién de la nave, que en el caso de una pan-
talla bidimensional, es Z(t) = (x(t), x2(t)), representando las coordenadas
horizontal y vertical. Recordamos la segunda ley de Newton (1.4), y por
tanto obtenemos de nuevo un problema de valores iniciales muy similar al

de la seccién anterior:

—

') = —f(t), 2(0)=a, 2'(0)=b (1.7)

1
m

1.5. La necesidad de la aproximacion

numérica

En el problema 1.3, de los n cuerpos, la funcién f no parece excesiva-
mente complicada. Aparece un valor absoluto en el denominador, que hace
que tengamos que integrar con cuidado, pero no parece haber mayor com-
plicacién. Esta reside en que al aumentar el nimero de cuerpos, como las
posiciones (x) de éstos aparecen en todas las funciones f;, no se conozca
forma de integrar directamente para hallar las soluciones, pues f depende
de x y a su vez x, que es desconocida, depende también de ¢.

Si n = 2 si que se conoce la solucién general, asi como para un caso
restringido de n = 3. Soluciones especificas existen también para el caso
general, que hacen uso de simetrias y otras propiedades del sistema para
encontrar funciones F' que aporten soluciones particulares. Sin embargo,
no hay ningin método que nos permita formular una solucién general, ni
explicita ni implicita, para el problema en el caso general (n cuerpos).

A su vez, en el problema 1.4, de los marcianitos, ni siquiera podemos
plantearnos la integracion analitica como método para hallar la solucion.
No conocemos los valores de f(t) hasta que el usuario los decide, y debido
a las limitaciones de los ordenadores, f(t) no es continua ni derivable, sino

una funcion constante a trozos, como se ve en la figura 1.2.
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Afortunadamente, tenemos otra solucién. La integracién numérica apro-
xima el cdlculo de integrales analiticas mediante algoritmos iterativos, que
muchas veces no necesitan que la funcién a integrar sea continua, derivable,
ni presente ningin tipo de “buen comportamiento”. Con que la funcién esté
definida, es decir, podamos evaluarla en cada punto t, tenemos suficiente. A
continuaciéon veremos unos cuantos métodos de integraciéon numérica, que

se pueden utilizar para resolver nuestro problema u otros similares.
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Métodos

2.1. Método de Euler

La idea intuitiva que subyace al método de Euler es muy sencilla. El
problema de valores iniciales nos pide calcular una funcién z(t) conocidos
un valor inicial, xy, y una forma de calcular la derivada, z/(¢,x). La in-
tuicién nos dice que, puesto que la derivada lo que expresa es la tasa de
cambio de z, al pasar un intervalo At, el cambio en x (Ax) serd parecido
a z’. Geométricamente, lo que queremos decir es que la funcién z(t), en
un intervalo pequeno de ¢, se parece a su recta tangente, como se muestra
en la figura 2.1. Por tanto, sabiendo o, aproximamos z; = x(ty + At) con
el valor x(to) + Atx'(to), que no es sino el valor en la recta tangente en el
punto to + At.

Es decir, dado el problema con el siguiente enunciado:

(1) = f(t, (1))
zo = x(0)

a

Fijamos un intervalo de tiempo h:

h = At = cte.
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Figura 2.1: La derivada f’(a) es la pendiente de la tangente a f(t) en el
punto a.

Y definimos como x,(t) el valor aproximado de z(t) en t + nh, es decir,

trascurridos n intervalos de tiempo:

z(t1) = 2(0+ h) = 21 = 2o + ha'(0) = zg + hf(0, o) (2.1)
513(0 -+ Qh) X Ty =T+ h.flfl(tl) ~x+ hf(tl, 1'1)

r(0+hn)~z, =2, 1+ht'(th 1) R xp1+hf(tn 1,20 1) (2.2)

La segunda aproximacion de cada ecuaciéon se debe a que usamos el valor
de la iteracion anterior, que ya en si es una aproximacién, para calcular el
siguiente. Es decir, x, esta calculado a partir de z,_1, que excepto en el
caso de xy es una aproximacién (zq es el “valor inicial”, y viene dado). Esto
nos hace ver que el error serd acumulativo, es decir, cuanto mas lejos nos
vayamos del valor inicial mas grande sera el error. Esto es un fenémeno
universal de los métodos iterativos, que se basan en esta idea de aproximar
la funcién con valores ya calculados, que a su vez son aproximaciones.

El método de Euler consiste precisamente en utilizar estas aproximacio-
nes sucesivas, para irnos “acercando” a la posicién final ¢,, y tener un valor

T, que aproxima a x(t + nh).
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Leonhard Euler es uno de los mas grandes matemdticos de la historia.
Nacido en 1707 en Basilea, Suiza, el inicio de su carrera estuvo muy ligado
a la familia Bernoulli, grandes matemdticos que desarrollaron partes impor-
tantes del calculo en el siglo XVIII. Mas tarde se traslado a Rusia, donde
vivio gran parte de su vida bajos los auspicios de los zares Pedro el Grande

y Catalina la Grande.

En el momento en el que Euler desarrollo su carrera, el calculo estaba
viviendo una rdpida transformacion y crecimiento, por lo que es natural que
Euler se centrara en problemas de andlisis y mecanica, similares a los que
trataban sus mentores Bernoulli. Sin embargo su pasion por las matemati-
cas, su interés por el descubrimiento y su inmensa capacidad hacen que su
nombre aparezca a menudo en matematicas, en campos tan dispares como el

caleulo numérico, el andlisis de variable compleja y la teoria de grafos.

Durante su vida, publicé casi 900 libros e innumerables articulos, y es
responsable de mucha de la notacion estandar que utilizamos hoy en dia,
asi como ecuaciones famosas como la imprescindible identidad e'™ = —1.
De hecho, en una encuesta hecha a matemdticos del mundo entero sobre las
ecuaciones mds bonitas de la matemdtica, tres de las cinco mads votadas se

debian a Euler.

En un autor tan prolifico, el método que hemos descrito y que centra
este trabajo apenas es una nota al pie de pagina. Aparece en el libro de
texto “Institutionum calculi integralis”, publicado alrededor de 1870, que
contiene los descubrimientos y ensefianzas de Euler en el tema del calculo

integral y la resolucion de ecuaciones diferenciales.”.

®Adaptado libremente de [9]

11
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Figura 2.2: Aproximamos la funcién z(t), que es la solucién de nuestro pro-
blema de valores iniciales, con Z(t), que vamos construyendo iterativamente
usando segmentos lineales con pendiente igual a la tangente en ese punto.

2.2. Derivacion formal

Una forma de obtener formalmente el método de Euler es paralela a la
idea intuitiva. Antes habldbamos de calcular y aprovechar la tasa de cambio
de = en el tiempo, ejemplificada en la figura 2.1. En esa figura, podemos
ver también el segmento que une f(a) con f(b) = f(a + At), la secante, y
su pendiente, definida formalmente como la tasa de variacién media:

z(t+h) — x(t)
h

TVM =

Llevando esta féormula al limite, obtenemos una expresion de esta tasa
en un momento puntual (o infinitesimal). Geométricamente, segin At se va
haciendo mas pequena, la secante se va aproximando a la tangente, y por
tanto la TVM a la derivada, puesto que son sus pendientes. Expresado de
manera analitica, esto no es sino la definiciéon de derivada conocida como

“limite de diferencias finitas”:

z(t+ h) — x(t)

t) =1
o= i
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Para nuestro método numérico, nos quedamos con una aproximacién del
limite consistente en tomar el valor de h tan pequeno como queramos (o

podamos), y reorganizando términos obtener otra vez la ecuacién (2.1):
x(t + hn) =~ x(t,—1) + ha'(t,_1)

Lo que estamos haciendo se puede ver graficamente en la figura 2.2.
Partimos del punto ty conocido, y vamos avanzando poco a poco usando
la tangente como aproximacién de la funcion, calculando iterativamente los

puntos tq, to...

2.3. Cota de error

Con el método de Euler, y como podemos intuir visualmente ya en la
grafica 2.2, lo que estamos haciendo es tomar la derivada /() como una
constante en todo el intervalo [¢,t + h]. El error dependerd, por tanto, de
cuanto cambie /() en ese intervalo. Si la funcién f se comporta bien (para
nuestros propdsitos), este valor serd mas pequenio cuanto mas pequeno sea
h, y por tanto hacer intervalos més pequenos (equivalentemente, dar mas
pasos) aumentara la precision.

Esta idea se puede expresar formalmente usando la expansién en serie
de Taylor de la funciéon x alrededor de ty, que nos da una formulacién del

valor en t; en base a las derivadas:

P(t2) = alto + h) = alto) + ha'(t) + % (00) - (23)

Llamemos & a nuestra solucion aproximada, como en la gréafica 2.2. Esta
solucién estd construida usando los pasos de la ecuacion (2.1), es decir, Z(t)
es una funcioén lineal a trozos, donde los extremos de los intervalos son los
z, calculados con el método de Euler (ecuacién (2.1)). Si sustituimos los

x, = x(to + nh) en (2.3), el error cometido en cada paso es:
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error local = |Z(t;) — z(t1)| =

| lto) + B (1)) — (ato) + R (o) + 5h*a"(0) + )]

.

(2.2) (2"’3)
1
= |51 (to) + -+ | = O(?)

con la ultima igualdad cierta si h < 1, por ser los términos restantes de
la expansion en serie de Taylor de mayor exponente. Esto justifica nuestra
intuicion de que el error en cada paso es relativo a h, mas concretamente es
de clase O(h?). Para calcular una cota del error global cometido en (2.2),
observamos que para “llegar” de tg a t,, hacen falta n = % pasos, por

tanto

tn — o
h

lo que confirma nuestra intuicién de que cuanto mas nos alejemos del

O(h*) = O(h) (2.4)

error global < n x error local =

valor inicial, mayor error podremos estar cometiendo.

2.4. FEuler implicito

Una variante del método de Euler que soluciona algunos problemas de
estabilidad numérica de este método es el llamado Euler implicito o “Euler
hacia atras”. La idea bésica es, en lugar de utilizar la derivada en t, para
aproximar ¢, utilizamos la propia derivada en el punto ¢;. Es decir, en lugar

de:
2(tnr1) = z(t,) + ha'(t,) = x(t,) + hf(tn, 2(t,))

que es (2.2) otra vez, hacemos:

2(tni1) = x(tn) + ha'(tna) = (tn) + hf (tngr, 2(tag))  (2.5)

Podemos ver que la idea subyacente es la misma, aproximar la derivada

en el intervalo por el valor en uno de los extremos, por lo que el error es
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del mismo orden. Sin embargo, asi como en (2.2) los valores a utilizar para
aproximar z(t,1) eran conocidos o ya calculados, en (2.5) x(t,41) aparece a
los dos lados de la ecuacién. Esto es lo que se llama una solucion implicita,
en contraste con la solucion explicita anterior, y supone que en lugar de
un calculo directo, para hallar la soluciéon hay que resolver la ecuacion.
Esto es mas costoso computacionalmente, pero como hemos mencionado,

proporciona una mejor estabilidad numérica a largo plazo.

2.5. Euler semi-implicito

El lector avezado se habra dado cuenta de que los métodos explicados
hasta ahora no nos sirven inmediatamente para resolver los problemas de
las secciones 1.3 y 1.4. Esto es porque hasta ahora estamos resolviendo
el problema de valores iniciales tal como estd planteado en (1.1). En esa
ecuacién aparece la primera derivada, 2'(t), pero en nuestros problemas,
que vienen de la mecanica clésica, la derivada que aparece es la segunda,
z"(t) (la aceleracién). Por tanto, para usar el método de Euler tenemos que
integrar dos veces.

Recordemos el problema de valores iniciales para la segunda derivada:

2" (t) = f(t,x)
x(0) = x9, 2'(0) = x;

Usando el método de Euler explicito dos veces, obtenemos:

2 (tn) + hf(tn, xn) (2.6)
o{ta) + ha' (1) 2.7

x/(tn+1)

I(tn-&-l)

Y si usaramos el método implicito, obtendriamos:

' (tp1) = 2'(tn) + Af (tat1, Tntr) (2.8)
T(tni1) = 2(tn) + ha'(tnia) (2.9)

Que recordamos es mas costoso, por tener que resolver una ecuacion

implicita en cada paso. Sin embargo, observamos que (2.9) es una ecuacién
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explicita, pues el valor de x'(t,,+1) viene dado por el paso anterior. Asi, llega-
mos a la idea de combinar (2.6) y (2.9), lo cual nos permite obtener el mejor
comportamiento de Euler implicito en el calculo de z sin la complejidad de

la resolucién de ninguna ecuacion implicita:

)~ a0 210

T(tnr1) = z(ta) + ha' (tps1)

2.6. Meétodo del salto de rana

Siguiendo con esta idea de intercalar métodos en pasos alternos, el méto-
do del salto de rana [11] lo lleva un nivel mas alld. En este método, los
calculos para x’ y x se hacen en pasos alternos, de manera que para el
mismo numero de pasos que Euler requiere la mitad de calculos. A pesar
de esto, el orden del error es mayor (es decir, mejor), debido a que al uti-
lizar como aproximacion a la derivada el valor en el punto medio de cada
intervalo (de longitud 2h ahora) funciona bastante mejor que usando los ex-
tremos. Ademads, este método conserva la propiedad deseable de los métodos
implicitos, que conservan la energia, por lo que es muy apropiado para pro-
blemas de la fisica en los que otros métodos tienden a “perder energia” por
la acumulacion del error.

La formulacion del método es:

&' (tyy1y2) = ' (tn-1/2) + ha"(t,,) }

(2.11)
T(tnt1) = (tn) + ha'(tni1/2)

Como podemos ver, la idea es la misma que en los métodos anteriores,
pero intercalando los intervalos de integracion correspondientes a la primera
y segunda integrales. Esto, sin embargo, implica que necesitamos partir de
#'(tn—1/2), que no estd en nuestros valores iniciales. Una solucién posible es
calcular este primer valor mediante otro método, o asumir algin valor razo-
nable para él segin la aplicacion. Por ejemplo, si suponemos que partimos
del reposo, z/(t) = 0 Vt < 0.
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